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PREFACE DU TRADUCTEUR

Ce livre est le troisiéme et dernier d’une série de trois recueils d’exercices
corrigés traitant des bases de 'analyse réelle. Il s’adresse d’abord aux étudiants,
principalement ceux des niveaux L3 et M1, mais les étudiants des niveaux L1 et
L2 tireront un grand profit de I’étude du premier chapitre et de la derniére section
du second chapitre. Il intéressera aussi les candidats aux concours du CAPES et
de l'agrégation de mathématiques qui y trouveront autant les théorémes qu’ils
doivent connaitre que des exercices pour les illustrer.

Ce troisiéme volume traite de lintégration des fonctions réelles. Le premier
chapitre aborde I'intégrale de Riemann et de Riemann-Stieltjes (la derniére section
applique ce qui précéde aux calculs de volumes, d’aires et de longueurs), le second
chapitre s’intéresse a l'intégrale de Lebesgue (la quatriéme section porte sur la
continuité absolue et la continuité approximative et la derniére section sur les
séries Fourier). Chaque section, centrée sur un théme, commence par des exercices
relativement simples et se poursuit par des problémes plus difficiles, certains étant
des théorémes classiques.

Tous les exercices sont corrigés, le plus souvent en détail, ce qui permettra
aux étudiants de ne pas « sécher » sur un exercice difficile. Nous les invitons
cependant & chercher par eux-mémes les exercices avant de regarder les solutions
et nous insistons aussi sur le fait que les auteurs ne donnent pas nécessairement
toutes les étapes d’un calcul lorsqu’ils considérent que celui-ci ne pose pas de
problémes techniques. C’est bien sur aux étudiants de prendre le temps de rédiger
entiérement leurs solutions.

Nous avons ajouter en note les noms de certaines propriétés et relations pour
inviter les étudiants & engager des recherches par eux-mémes. L'index a la fin de
I'ouvrage permet de facilement retrouver une définition et la table des renvois
permet de voir les liens entre les différents problémes dans ce volume et dans les
deux autres.

Extrait de la publication



PROBLEMES D’ANALYSE III, INTEGRATION

vi

Je tiens a remercier Daniel Guin et Xavier Cottrell pour avoir pris le temps de
relire cette traduction et pour les remarques qu’ils m’ont faites afin d’améliorer
le style et de corriger les erreurs. Je reste responsable de celles qui subsisteraient.
Je souhaite aussi remercier pour sa disponibilité Patrick Fradin, I'auteur du logi-
ciel TeXgraph avec lequel toutes les figures de cet ouvrage et l'illustration de la
couverture ont été réalisées.

E. Kouris
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PREFACE A L’EDITION ANGLAISE

Cet ouvrage fait suite aux Problémes d’Analyse I et II. 11 s'intéresse a l'in-
tégrale de Riemann-Stieltjes et a l'intégrale de Lebesgue des fonctions réelles
d’une variable réelle. Ce volume est organisé de fagon semblable aux deux pre-
miers. Chaque chapitre est divisé en deux parties : les problémes et leurs solutions.
Chaque section commence par un certain nombre de problémes de difficulté modé-
rée, certains étant en fait des théorémes. Il ne s’agit donc pas d’un recueil typique
d’exercices mais plutét d’un complément & des ouvrages d’analyse pour la licence.
Nous espérons que ce livre intéressera les étudiants de licence, les enseignants et
les chercheurs en analyse et ses applications. Nous espérons aussi qu’il sera utile
aux personnes travaillant seules.

Le premier chapitre est consacré aux intégrales de Riemann et de Riemann-
Stieltjes. La section 1.1 traite de 'intégrale de Riemann-Stieltjes par rapport a des
fonctions monotones; la section 1.3 étudie l'intégration par rapport a des fonc-
tions & variation bornée. Nous rassemblons a la section 1.6 des inégalités plus ou
moins connues portant sur les intégrales. On y trouvera entre autres 'inégalité
d’Opial et I'inégalité de Steffensen. Ce chapitre se termine par une section inti-
tulée « Mesure de Jordan ». La mesure de Jordan, appelée aussi « contenu » par
certains auteurs, n’est pas une mesure dans le sens usuel car elle n’est pas dénom-
brablement additive. Elle est cependant trés liée a 'intégrale de Riemann et nous
espérons que cette section donnera a I’étudiant une compréhension plus profonde
des idées sous-tendant les calculs.

Le chapitre II traite de la mesure et de l'intégration de Lebesgue. La section
I1.3 présente de nombreux problémes liés aux théorémes de convergence qui per-
mettent de permuter limite et intégrale. On y considére aussi les espaces LP sur
des intervalles bornés. On discute a la section suivante de la continuité absolue
et des relations entre intégration et dérivation. On donne une démonstration du
théoréme de Banach et Zarecki affirmant qu'une fonction f est absolument conti-
nue sur un intervalle borné [a, b] si et seulement si elle est continue, & variation
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bornée sur [a,b] et transforme les ensembles de mesure nulle en des ensembles
de mesure nulle. De plus, on introduit le concept de continuité approximative.
On notera ici qu’il existe une analogie entre deux relations : d’une part la rela-
tion entre intégrabilité au sens de Riemann et continuité, d’autre part la relation
entre intégrabilité au sens de Lebesgue et continuité approximative. Précisément,
une fonction bornée sur [a,b] est Riemann-intégrable si et seulement si elle est
presque partout continue; de méme, une fonction bornée sur [a, b] est mesurable
et donc Lebesgue-intégrable si et seulement si elle est presque partout approxima-
tivement continue. La derniére section est consacrée aux séries de Fourier. Etant
donné 'existence d'une abondante littérature sur ce sujet, par exemple le livre de
A. Zygmund, Trigonometric Series, celui de N.K. Bari, A Treatise on Trigono-
metric Series et celui de R.E. Edwards, Fourier Series, il a été difficile de choisir
quel matériel inclure dans un livre s’adressant principalement & des étudiants de
licence. En conséquence, nous nous sommes concentrés sur les coefficients de Fou-
rier de fonctions de différentes classes et sur les théorémes élémentaires portant
sur la convergence des séries de Fourier.

Toutes les notations et définitions utilisées dans ce volume sont standards. On
peut les trouver dans les ouvrages [28| et [29] qui donnent aussi aux lecteurs les
connaissances théoriques suffisantes. Cependant, pour éviter toute ambiguité et
pour que 'ouvrage ne nécessite pas le recours a des références extérieures, nous
démarrons presque chaque section par un paragraphe d’introduction présentant les
premiéres définitions et les théorémes utilisés dans cette section. Nos conventions
pour les renvois s’expliquent le mieux par des exemples : 1.2.13, 1.2.13 (vol. I)
et 1.2.13 (vol. II) représentent respectivement le numéro du probléme dans ce
volume, dans le volume I et dans le volume II. On utilise aussi les notations et la
terminologie données dans les deux premiers volumes.

Nous avons emprunté de nombreux problémes aux sections de problémes de
journaux tels que I’ American Mathematical Monthly ou le Mathematics Today (en
russe) et de différents livres de cours et recueils d’exercices; de tout ceci, seuls
les livres sont cités dans la bibliographie. On aimerait ajouter que de nombreux
problémes de la section 1.5 proviennent du livre de Fikhtengol’ts ([11]) et que la
section 1.7 a été influencée par le livre de Rogosinski ([27]). Il allait malheureuse-
ment au-deld de nos objectifs de repérer les sources originales et nous présentons
nos sincéres excuses si nous sommes passés a coté de certaines contributions.

Nous voudrions, pour finir, remercier plusieurs personnes du département de
mathématiques de l'université Maria Curie-Sktodowska auprés desquelles nous
sommes redevables. Une mention toute particuliére va a Tadeusz Kuczumow et a
Witold Rzymowski pour leurs suggestions sur de nombreux problémes et solutions
et a Stanistaw Prus pour ses conseils et son soutien sur TEX. Notre gratitude va
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a Richard J. Libera de 'université du Delaware, pour son aide généreuse en an-
glais et sur la présentation du matériel. Nous sommes trés reconnaissants envers
Jadwiga Zygmunt de l'université Catholique de Lublin qui a tracé toutes les fi-
gures et nous a aidé a les incorporer dans le texte. Nous remercions nos étudiants
qui nous ont aidés dans le long et ennuyeux travail de relecture. Des remercie-
ments particuliers vont a Pawel Sobolewski et Przemystaw Widelski qui ont lu le
manuscrit avec beaucoup de soin et d’attention et ont apporté nombre de sugges-
tions utiles. Sans leur aide, des erreurs, et pas seulement typographiques, seraient
passées inapercues. Nous acceptons cependant ’entiére responsabilité pour les er-
reurs qui subsistent. Nous aimerions aussi saisir cette opportunité pour remercier
I’équipe de ’AMS pour sa longue coopération, sa patience et ses encouragements.

W. J. Kaczor, M. T. Nowak
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NOTATIONS ET TERMINOLOGIE

R est ’ensemble des nombres réels.

R, est 'ensemble des nombres réels positifs.

R est la droite réelle achevée, autrement dit, R = R U {—o0, +00}.
Q est ’ensemble des nombres rationnels.

7 est 'ensemble des entiers relatifs.

N est ’ensemble des entiers naturels.

N* =N\ {0}.

[a, b] est 'intervalle fermé d’extrémités a et b.

Ja, b[ est Vintervalle ouvert d’extrémités a et b.

[x] est la partie entiére du nombre réel = (on a conservé la notation anglo-
phone).

Pour x € R,
1 pour x > 0,
sgnr = —1 pour x <0,
0 pour x = 0.
Pour n € N*,

nl=1x2x3x---xmn,on pose aussi 0! =1,
2n)l=2x4x6x---x (2n —2) X 2n,
Cn—1I'=1x3x5x---x(2n—3) x (2n—1).
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xii

Si A C R est non vide et majoré, sup A est alors le plus petit majorant de A.
Si 'ensemble non vide A n’est pas majoré, on pose alors sup A = +oo.

Si A C R est non vide et minoré, inf A est alors le plus grand minorant
de A. Si I’ensemble non vide A n’est pas minoré, on pose alors inf A = —o0.

Une suite {a, } est dite croissante (resp. décroissante) si a,+1 > a, pour tout
n € N (resp. an1+1 < a, pour tout n € N). La classe des suites monotones
est formée des suites croissantes et des suites décroissantes.

Soit {a,} et {b,} deux suites réelles (b, # 0 pour tout n). Si le quotient
an /by tend vers 0 (resp. reste borné) lorsque n tend vers 400, on écrit alors
an = o(by) (resp. an = O(by,)).

Un réel ¢ est une valeur d’adhérence de la suite {a,, } s’il existe une sous-suite
{an, } de {an} qui converge vers c.

Soit S I'ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de {ay}. La limite in-
férieure, lim a,, et la limite supérieure, lim a,, sont définies comme

n—-+o00 n—+00
suit :
+oo  si {a,} n’est pas majorée,
lim a, = ¢ —oco si{a,} est majorée et S = &,
n—+0o00
supS si {a,} est majorée et S # &,
—oo  si {an} n’est pas minorée,
lim a, = ¢ +oo si{a,} est minorée et S = &,
n——+00

inf S si{a,} est minorée et S # .

“+o00
Un produit infini [] a, est dit convergent s’il existe un entier ng € N tel que

n=0
an # 0 pour n = ng et la suite {anyang+1- - **ang+n } converge, lorsque n tend
vers 400, vers une limite Fy non nulle. Le nombre P = aqay--- - - Gny—1 - Fo

est appelée la valeur du produit infini.

Si A C X et si f est une fonction définie sur X, f|5 est la restriction de f
a A.

(2) 1 sizeA,
€Tr) =
XA 0 sizeX\A

est la fonction caractéristique de A.
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On note f, < f pour {f,} converge uniformément vers f sur A.

Si (X, d) est un espace métrique, x € X et A un sous-ensemble non vide
de X, alors

A° =X\ A est le complémentaire de A dans X,

Bx(z,7), Bx(x,7) représentent respectivement la boule ouverte et la boule
fermée de centre x et de rayon r; si X est fixé, on omet 'indice et on écrit

simplement B(z,r), B(z,r),

;& est I'intérieur de A dans 'espace métrique (X, d),

A est I'adhérence de A dans l'espace métrique,

OA = ANX)\ A est la frontiére de A,

diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A} est le diametre de I'ensemble A,
dist(z, A) = inf {d(z,y) : y € A} est la distance de = a 'ensemble A,

A est un ensemble de type F, si c’est une union dénombrable d’ensembles
fermés dans (X, d),

A est un ensemble de type Gs si c’est une intersection dénombrable d’en-
sembles ouverts dans (X, d),

X est connexe s’il n’existe pas de sous-ensembles ouverts disjoints B et C
de X tels que X =B U C.

Continuité, dérivabilité.

%A est 'ensemble des fonctions continues sur A.

CK]’; p| €5t I'ensemble des fonctions n fois continiment dérivables sur |a, b[.

[}L p st I’ensemble des fonctions contintiment dérivables sur [a, b], en consi-

b

dérant aux extrémités respectivement la dérivée & droite et la dérivée a

gauche. L’ensemble [Z b] des fonctions n fois contintiment dérivables sur
b

[a, b] est défini récursivement.

Jooh] (resp. Cf[zob]) est I’ensemble des fonctions infiniment dérivables sur |a, b
(resp. [a, b]).

Si f et g sont des fonctions réelles d’une variable réelle, alors
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f(a™) et f(a™) représentent respectivement la limite a droite et la limite a
gauche de f en a,

si le quotient f(x)/g(x) tend vers 0 (resp. reste borné) lorsque x tend vers xo,

on écrit alors f(x) = o(g(z)) (resp. f(z) = O (g9(x))),

™) est la dérivée n-iéme de f,

fi(a) et f’(a) représentent respectivement la dérivée a droite et la dérivée
a gauche de f en a.

xXiv



I
L’INTEGRALE DE RIEMANN-STIELTJES

Enoncés

I.1. Propriétés de l'intégrale de Riemann-Stieltjes

Nous commencons par quelques notations, définitions et théorémes. Nous
entendons par une partition P d’un intervalle fermé [a,b] un ensemble fini de
points xg, x1, ..., T, tels que

a=x9g<x1 < - <xp=>0
Le réel u(P) = max{z; —x;—1 :i=1,2,...,n} est appelé le pas de P.
Pour une fonction « croissante sur [a,b], on pose
Aca; = a(z;) — a(zi—1).

Si f est une fonction réelle bornée sur [a, b, on définit les sommes de Darboux
supérieure et inférieure par rapport & « et relativement a P respectivement
par

U(P, f,«) ZMACY“ L(P, f,«a) ZmZAaZ,
ou

M;= sup f(z), my= _inf f(z)

we[xi_l,xi] $€[wi—1,wi]

On pose aussi

b b
/fdazinfU(P,f,a), /fdazsupL(P,f,a),
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les bornes inférieures et supérieures étant prises sur I’ensemble des partitions
P de [a,b] et on appelle ces quantités les intégrales de Riemann-Stieltjes res-
pectivement supérieure et inférieure. Si les intégrales de Riemann-Stieltjes su-
périeure et inférieure sont égales, on note leur valeur commune ff fda que
I'on appelle 'intégrale de Riemann-Stieltjes par rapport a o sur [a,b]. On dit
dans ce cas que f est intégrable par rapport & « au sens de Riemann (ou
Riemann-intégrable par rapport a «) et on écrit f € R(«). Dans le cas parti-
culier ot a(z) = x, on obtient 'intégrale de Riemann. Dans ce cas, la somme
de Darboux supérieure (resp. inférieure) correspondant & une partition P et
I'intégrale de Riemann supérieure (resp. inférieure) sont notées respectivement

U(P, f) (resp. L(P, f)) et f;f dx (resp. fff dz). L’intégrale de Riemann de f
sur [a,b] est notée ff fdx.

De plus, on choisit, pour chaque partition P de [a,b], des points
ti,to, ... by tels que ;1 < t; < x; (1 =1,2,...,n) et on considére la somme

S(P, f,a) = Zf )Aq;.

On écrit
lim S(P, f,a)=A
w(P)—0
si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que u(P) < 6 implique |S(P, f,a) — A| <

e pour tous les choix admissibles de t;. Dans le cas ot a(z) = x, on pose

= Z ey — @i )o
i=1

Dans toute cette section, on supposera toujours f bornée et « croissante
sur [a,b]. On utilisera souvent les théorémes suivants (voir, par exemple, [29])
dans les solutions des problémes.

Théoréme 1. f € R(«) sur [a,b] si et seulement si, pour tout € > 0, il existe
une partition P telle que

U(P, f,a) — L(P, f,a) < e.

Théoréme 2. Si f est continue sur [a,b], alors f € R(«) sur [a,b].

I.1.1. On suppose que « est croissante sur [a,b], a < ¢ < b, o est continue en c,

f(c) =1et f(x) =0 pour x # c. Prouver que f € R(« etf fda=0.

I.1.2. On suppose que f est continue sur [a,b], a <c < b, a(z) =0siz € [a,c|
et a(z) =1siz € [c,b]. Prouver que fffda = f(c).
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ENONCES

1.1.3. Soit0<a<bet

fz) =

x siz€la,b]NQ,
0 sizéela,b\Q.

Trouver les intégrales de Riemann supérieure et inférieure de f sur [a,b].

I.1.4. Soit a > 0 et

DL six € [—a,alNQ,
A )_{0 six € [—a,al\ Q.

Trouver les intégrales de Riemann supérieure et inférieure de f sur [—a,al.

1.1.5. Prouver que la fonction dite de Riemann,

0 six est irrationnel ou x = 0,

sixza,pGZ,qu*et

p et ¢ premiers entre eux,

flz) =

Q=

est Riemann-intégrable sur tout intervalle [a , b].

I.1.6. On note f: [0,1] — R la fonction définie par

1 siz=41 neN*

0 sinon.

Prouver que fol f(z)dx = 0.

1.1.7. Prouver que f: [0,1] — R définie par

f(x):{o siz =0,

%— [%] sinon
est Riemann-intégrable sur [0, 1].

1.1.8. On définit

~JO sixze[-1,0] ~JO sixze[-1,0]
f(x)_{l size]0,1] o a(x)_{l sizel0,1].

Prouver que f € R(«) bien que (21511 0S(P, f,a) n’existe pas.
o —
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1.1.9. Prouver que si f et o ont un point commun de discontinuité dans [a, b],
alors lim S(P, f,«) n’existe pas.
w(P)—0

1.1.10. Prouver que si (ljijr)n 0S(P, [, @) existe, alors f € R(«) sur [a,b] et
o —

lim S(P, f,« /fda

w(P)—0

Prouver aussi que cette égalité est vérifiée pour toute fonction f continue sur [a, b].

I.1.11. Prouver que si f est bornée et « est continue sur [a, b], alors f € R(«)
si et seulement si lim S(P, f, ) existe.
w(P)—0

1.1.12. Soit

c sia<x<a¥,
afz) = .
d sizx*<x<b,

ouc < detec< al@*) < d Montrer que si la fonction f, bornée sur [a,b], est
telle qu’au moins une des fonctions f ou « est continue a gauche en z* et 'autre
continue & droite en z*, alors f € R(a) et

b
[ @ dat) = @)~ o).

I.1.13. On suppose que f est continue sur [a,b] et que « est une fonction en
escalier, autrement dit qu’elle est constante sur les sous-intervalles |a, ¢1[, |e1 , cof,
o lem b, ot a < e < cg <--- < ¢y < b. Prouver que

m

b
/ f () da(z) = f(a) (ala™) —ala)+)_ flep)(alg))—aley)+f(b)(ab)—a(b™)).

k=1

1.1.14. En utilisant les intégrales de Riemann de fonctions choisies de fagon
appropriée, trouver les limites suivantes :

(a) i 1 + L + + L
a lm o« o e —_
n—toco\n+1 n-+2 3n)’

(b) lim n? S
VAR B 3 T 28 nd+n3)’
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ENONCES

1742k 4. 4k
: i >
N e L

(d)  lim l{L/(n—i-1)(n—i—2)...(n—i—n),

n—+oo N
1; . n . n . n
L e T et e )

. ol/n 22/n on/n
(f) lim ( +—t+ T |

n—too\n+1  n+3 n+ -
(g) lim \/ f o f (ﬁ), ou f est une fonction continue strictement
7 n—+oo n

positive sur [O , 1].

1.1.15. Prouver que la limite

: s : nmw
lim <smn+1+smn+1+”'+smn+1>

n—-+o00 1 2 n

est strictement positive.

I.1.16. Prouver que si f est continiment dérivable sur [0, 1], alors

(i3 (5) - [ ) < 1O

En utilisant ce résultat, calculer

<1k+2k+---—|—nk 1 >

fim nk+l Ck+1

n—-+o0o

1.1.17. Pour k > 0, calculer

_ P43 4 (2n — 1)k
lim .
n—-+00 nk+1

I.1.18. Soit f une fonction deux fois dérivable sur [0, 1] telle que f” soit bornée
et Riemann-intégrable. Prouver que

s ([ -5 (55 ) - L0z
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PROBLEMES D’ANALYSE III, INTEGRATION

seconde, 17
formes de Bonnet, 17
formule de Stirling, 42

I

indicatrice de Banach, 232
inégalité
de Bessel, 240
de Cauchy-Schwarz, 43
de Griiss, 44
de Hadamard-Hermite, 45
de Holder, 48
de Jensen, 48, 229
de Minkowski, 49
d’Opial, 52
de Steffensen, 50
généralisation de Apéry, 51
généralisation de Bellman, 50, 51
de Tchebychev, 45
de Young, 46
réciproque, 47
intégrale
de Fresnel, 39
de Frullani, 38
de Lebesgue, 223
de Riemann-Stieltjes, 2
intégration par parties, 14, 233

L

lemme de Fatou, 19, 224
limite inférieure, limite supérieure, 213

M

mesure
de Jordan, 53
de Lebesgue, 210
extérieure de Lebesgue, 209
intérieure de Lebesgue, 212
moyenne de Cesaro d’une série
de Fourier, 243

N

noyau de Fejér, 337

P

partition, 1
pas, 1
point
de condensation, 258
de continuité approximative, 235
de densité, 215
de densité extérieure, 235
de dispersion, 215
de dispersion extérieure, 235
de Lebesgue, 234
presque partout (p.p.), 218
primitive, 20

S

o-algébre, 210
sommes de Darboux, 1
série
de Fourier, 236
lacunaire, 245

T

test

d’Abel, 33

de Dini-Lipschitz, 238

de Dirichlet, 33

de Dirichlet-Jordan, 238
théoréme

d’approximation des fonctions

mesurables, 218

d’Arzela, 19

de Banach-Zarecki, 232

de Bernstein, 242

de Cantor-Bendixson, 258

de convergence dominée, 40, 224

de convergence monotone, 19, 224

d’Egorov, 221

de Fatou, 245

de Fejér, 244

de Fejér-Lebesgue, 244

de Fréchet, 223

de Fubini-Tonelli, 39

de Helly, 17
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de Lebesgue, 222 A%

de Lusin, 222

de Riesz, 223 variation totale, 8

de sélection de Helly, 17 volume

de Vitali, 223 d’un pavé, 53

de Wiener, 245 intérieur et extérieur, voir mesure
transformation d’Abel, 338 de Jordan

translaté d’une fonction, 230

361
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