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Avant-propos

Le présent livre tente de se rapprocher, par son titre, du livre de D'Arcy Thomp-
son On Growth and Form en montrant l'unité rassemblant un grand nombre de for-
mes de croissance de la matiére inanimée et de la matiére vivante. On y reconnaitra
des considérations sur 1'analyse dimensionnelle, la tension superficielle, les change-
ments de coordonnées, les spirales, les cristaux, les cristaux liquides, les analogies
entre formes, les analogues biologiques.

Il s'en distingue cependant en privilégiant 1'approche quantitative, par la descrip-
tion des mécanismes de croissance, des équations qui décrivent leurs dynamiques,
bases théoriques de la physique des systemes hors d'équilibre, ainsi que des lois de
croissance qui en résultent. Cette analyse plus approfondie nous a obligé a réduire
le nombre de formes de croissance considérées, qui sont essentiellement des formes
de la matiere inanimée, pour lesquelles la dynamique de croissance est maintenant
bien comprise. Ces formes, « croissance par digitations » (fingered growth), des
plus simples au plus complexes, les digitations visqueuses, les dendrites cristallines,
les flammes et les agrégats électrolytiques, appartiennent 2 des domaines de la phy-
sique treés différents : hydrodynamique, solidification, physicochimie et électrochi-
mie. Le caractére universel de leurs dynamiques de croissance n'en est que renforcé.

De fagon remarquable, il semblerait que cette unité puisse s'étendre d'une certaine
fagon aux formes cellulaires avec « croissance par les pointes » (tip growth), évo-
quée dans le dernier chapitre. Si tel est le cas, ce livre pourra étre aussi un guide utile
pour les biologistes étudiant ces questions.

Je remercie Claude Godréche de m'avoir suggéré d'écrire ce livre. Je remercie les
nombreux collégues et collaborateurs cités ici qui ont participé a 1'élaboration de
cette synthése. Je remercie aussi Jean-Paul Pahin pour sa participation & la réalisa-
tion des figures de ce livre. Enfin, et encore plus, je remercie ma femme et mes
enfants pour leur patience, et pour le temps que je n'ai pu leur consacrer durant I'écri-
ture de cet ouvrage, ainsi que ma famille.

Pierre PELCE
Janvier 2000
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CHAPITRE 1

Introduction

I.1 DES FORMES DE CROISSANCE

De nombreuses formes naturelles sont modelées au cours de leur croissance.
Ainsi, si leur rigidité est suffisante, leur forme finale mémorise les différents
mécanismes qui ont donné lieu a leur développement. On peut en distinguer deux
classes : celles dont la forme reflete les inhomogénéités de la matiere de 1’objet
sous-jacent, la croissance étant alors essenticllement contrdlée par la structure de
I’objet lui-méme, indépendamment de 1’état du milieu environnant ; celles, plus
ornementées, qui résultent d’instabilités de croissance de formes régulieres. Pour
ces derniéres, la matiere qui les compose peut étre homogene et isotrope. Mais si
des inhomogénéités de formes apparaissent, simplement par 1’effet de fluctuations
des milieux environnants, elles sont amplifiées par la dynamique de croissance.
Elles sont en général plus sensibles a I’état du milieu environnant, en particulier a
la présence de gradients qui permettent en particulier a des groupes d’objets assez
rapprochés d’influencer leurs dynamiques de croissance mutuelles.

Par formes naturelles, on entend aussi bien des formes de la matiére inanimée,
des digitations visqueuses, des dendrites cristallines et électrochimiques, des flam-
mes, que des organismes vivants comme les algues, les champignons filamenteux
et les neurones. En général, I’étude des propriétés de la mati¢re inanimée se fait
trés distinctement de celle de la matiére vivante. Il semble cependant que, si I’on
se limite aux formes de croissance, il soit profitable de les envisager ensemble,
regroupant a cette occasion sciences physiques et biologie. L'unité du theme est
déja admirablement exposée dans 1’ouvrage de D’Arcy Thompson, On Growth
and Form, ou de nombreuses analogies entre des formes de croissance aussi bien
inertes que vivantes sont mentionnées. Ces analogies sont souvent a un degré qua-
litatif, se limitant a constater des similitudes entre formes d’origines diverses. Par
exemple, les formes de gouttes tombant dans un autre fluide sont comparées a cel-
les de certaines méduses, les formes cristallines a des cytosquelettes de radiolaires.
Ces formes doivent &tre expliquées dans un cadre familier des physiciens puisque,
comme le mentionne D’ Arcy Thompson, « Now the state, including the shape or
Sform, of a portion of matter is the resultant of a number of forces, which represent
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or symbolise the manifestations of various kinds of energy; and it is obvious,
accordingly, that a great part of physical science must be understood or taken for
granted as the necessary preliminary to the discussion on which we are
engaged ».

Il se pourrait que des analogies plus profondes se manifestent au niveau des
mécanismes de croissance, conduisant a des lois de croissance similaires. Une pre-
micre étape dans cette direction, que nous décrivons dans le présent volume, est
déja de constater une telle universalité sur des formes de croissance de la matiere
inanimée (Langer, 1980, Pelcé, 1986, Kessler ef al., 1988, Langer, 1989). Une
telle étude quantitative passe par 1'élaboration de modeles physiques de crois-
sance. Ces modeles se traduisent en un ensemble d’équations dont les solutions
sont les formes de croissance elles-mémes. Des lois de croissance s’en déduisent,
qui sont confrontées aux résultats expérimentaux. Cette méme approche devrait
s’étendre aux formes biologiques puisque, comme I'indique encore D’Arcy
Thompson, « we want to see how, in some cases at least, the forms of living
things, and of the parts of living things, can be explained by physical considera-
tions, and to realise that in general, no organic form exist save such as are in con-
Sformity with physical and mathematical laws ». Mais, peut-étre cette fois-ci,
devrait-on limiter les lois de croissance a des relations entre ordres de grandeur, le
détail mathématique imposé par les équations des modeles étant complétement
caché par la complexité des systemes étudiés. En effet, comme 1’affirme Jacob
(1970), « entre le monde vivant et le monde inanimé, il y a une différence non pas
de nature mais de complexité ».

La morphogenese est programmée par les génes. Cependant, leur mode d’action
sur la forme est pour le moment relativement peu connu et ’on peut envisager
deux hypothéses extrémes. La premiére est celle d’un contrdle permanent exercé
par les genes sur la forme. La seconde n’impliquerait les genes que dans une pre-
miere étape, lors de la synthese des différents constituants de la cellule. Par la
suite, ces derniers s’organiseraient selon les lois usuelles de la physique et de la
chimie. Les mécanismes de croissance des formes inanimées pourraient alors
prendre une part importante dans la morphogenése des organismes vivants.

La matiére inanimée est souvent a 1’équilibre thermodynamique. Cet équilibre
est décrit par les principes de la thermodynamique de Joule, Carnot et Clausius
et la physique statistique de Boltzman, Gibbs et Maxwell. En régime transitoire,
comme au cours de la croissance d’un cristal, des gradients de différentes subs-
tances s’installent dans les phases liquides et solides, soutenant la forme de
croissance. La génération des gradients par la dendrite est bien décrite par la
thermodynamique des systemes faiblement hors d’équilibre. La mati¢re vivante,
au contraire, est toujours hors d’équilibre. Une cellule sans gradients est une
cellule morte. L’importante question est alors de savoir si on peut appliquer,
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comme pour la dendrite cristalline, cette loi de la physique des systemes hors
d’équilibre pour déterminer sa forme et ses dimensions. Comme [’affirme
Schrodinger (1944), « Il se pourrait donc bien que les étres vivants, loin
d’échapper aux lois de la physique, mettent en jeu d’autres lois de la physique,
encore inconnues, mais qui, une fois révélées, feront tout autant partie intégrante
de cette science ». Pour le savoir, il faut tout d’abord vérifier que les formes de
croissance de la matiére inanimée satisfont bien aux lois de la physique des sys-
temes hors d’équilibre, sélectionner quelques systemes caractéristiques, comme
un fluide plus visqueux déplacant un autre moins visqueux dans une cellule de
Hele-Shaw, une dendrite cristalline croissant dans un fluide sous-refroidi ou sur-
saturé, une flamme prémélangée se propageant dans un tube, une électrode
métallique croissant dans un champ électrique. Chacun de ces systtmes génere
des structures dont les formes, les dimensions, les vitesses de croissance sont en
bon accord avec les résultats obtenus par cette loi de physique des systémes hors
d’équilibre, méme pour des systtmes relativement complexes comme une
flamme ou une dendrite impliquant un grand nombre de paramgtres. Pour la
morphogenese des organismes vivants, il convient d’appliquer la méme
démarche : sélectionner quelques systémes simples, dans des conditions de cul-
ture bien contr6lées, appliquer pour 'instant la loi des systemes hors d’équilibre
et comparer les résultats théoriques obtenus aux formes expérimentales, comme
nous I’indiquons au dernier chapitre.

Considérons par exemple I’expérience relativement simple ol un liquide vis-
queux est initialement introduit dans une cellule de Hele-Shaw, un espace limité
par deux plaques en verre paralleles dont I’épaisseur est beaucoup plus petite que
ses dimensions transverses. Si de I’air est injecté a une extrémité de la cellule, une
interface air-eau se forme, se déplacant a la vitesse des fluides. Au lieu de rester
plan, l'interface se déforme, au début avec des cellules de largeur bien définie.
Plus tard, comme le montre la figure 1.1 (Saffman et Taylor 1958), certaines cellu-
les ont tendance & avancer plus vite que d’autres, jusqu’a ce que, finalement, il ne
reste qu’un seul doigt d’air de forme stationnaire se propageant a vitesse cons-
tante. La vitesse du doigt s’accroit avec le gradient de pression imposé, jusqu’a ce
que, a partir d’une vitesse critique dépendant des conditions expérimentales, il se
brise en doigts plus petits.

Lorsque un germe solide est introduit dans un liquide sous-refroidi, le germe est
tout d’abord de forme sphérique et son rayon croit & vitesse bien déterminée,
dépendant du sous-refroidissement du liquide et de la tension superficielle de
I'interface liquide-solide. A partir d’un certain rayon critique dépendant du sous-
refroidissement du liquide, des lobes ou pétales apparaissent, dont le nombre
dépend ici de la symétrie sous-jacente du cristal (par exemple, dans le cas du suc-
cinonitrile, de la classe des matériaux transparents, et de symétrie cubique, six
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Figure 1.1 Photographie d’une interface eau-air se déformant dans une cellule de Hele-Shaw
(Saffman et Taylor, 1958).

pétales croissent dans chacune des directions cristallographiques principales).
Comme le montre la figure 1.2 (Huang and Glicksman 1981), les lobes se transfor-
ment en dendrites : des pointes cristallines croissent 4 vitesse constante, et émet-
tent des branches secondaires sur les cotés.

Considérons ensuite un mélange réactif gazeux, combustible 4 température
ambiante, et élevons notablement sa température en un point. La réaction de com-
bustion étant fortement exothermique, la réaction va se propager du fait de la dif-
fusion de la chaleur vers le mélange frais et de I’activation de la réaction par
I’élévation de la température du gaz. L’énergie d’activation de ce type de réaction
étant en général trés grande devant k7, le taux de réaction est trés sensible a la
température, et il se forme une trés fine région ou s’effectue la réaction chimique,
le front de flamme. Cette zone sépare les gaz frais des gaz briilés et se propage par
rapport aux gaz frais avec une vitesse bien déterminée. Ainsi que le montre la
figure 1.3 (Pelcé-Savornin et al., 1988), lorsque la flamme se propage dans un tube
vertical, une forme courbée trés stable peut étre observée.

A partir d’une solution de sulfate de zinc, on fait croitre de fines feuilles de zinc
a I'interface de la solution et de n-butyl acétate, par la méthode d’électrodéposi-
tion (Matsushita et al,, 1984). Un champ électrique radial est maintenu dans la
solution entre une cathode de carbone au centre et une anode annulaire en zinc a la
périphérie. Comme le montre la figure 1.4, si le champ appliqué n’est pas trop fort
(quelques mV), de fines feuilles de zinc, extrémement dentelées, se forment a la
surface de la solution. Cette forme de croissance est composée de plusieurs bran-
ches que I’on peut classer en principales, secondaires, tertiaires, etc. La structure
d’une branche d’ordre plus élevé est la méme que celle d’une branche principale,
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0.5 mm

Figure 1.2 Dentrite de Succinonitrile (Huang Glicksman, 1981).

conférant a ’agrégat métallique la propriété d’invariance d’échelle. C’est une
forme fractale de dimension bien définie, D = 1,7.

12 DES MILIEUX HORS D’EQUILIBRE

Ces formes se développent dans des milieux hors d’équilibre. Des gradients
imposés par le milieu extérieur guident la croissance. Ainsi, une forme de crois-
sance ne résulte pas en général d’un principe variationnel minimisant une énergie
libre, comme pour une forme d’équilibre, mais est solution d’équations qui déter-
minent la dynamique de croissance. Lorsque la force motrice de croissance est
supprimée, ces formes relaxent en général vers des formes d’équilibre. Cependant,
si les cinétiques de croissance sont trés lentes, comme pour les cristaux facettés,
ou si la matiére qui constitue I’objet est suffisamment rigide, comme une structure
métallique apres trempe, les formes de croissance peuvent étre observées pendant
treés longtemps. Les lois fondamentales qui déterminent la croissance de ces for-
mes sont donc issues de la physique des systemes hors d’équilibre.
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Figure 1.3 Flamme courbée stabilisée dynamiquement dans un tube. Les gaz réactifs s’écou-
lent vers le bas, les gaz frais et briilés respectivement en dessus et en dessous (Pelcé-Savornin
et al., 1988).

La théorie générale des milieux hors d’équilibre de la matiere inanimée est rela-
tivement ancienne, puisqu’elle part du siécle dernier avec les équations de Navier
(1822) et Stokes (1845) pour les fluides, et de I’équation de diffusion de la chaleur
de Fourier (1822). Ces équations, présentées par exemple dans le tome 6 du Cours
de physique théorique de Landau et Lifchitz (édition de 1989), forment la base
d’une thermodynamique hors d’équilibre (Glansdorff et Prigogine 1971, Prigogine
1996), résumée par le taux de production d’entropie, de relations linéaires entre
forces thermodynamiques et flux, de propri¢tés de symétrie entre les coefficients
cinétiques découvertes par Onsager (1931). Ces équations ont des solutions relati-
vement robustes, des structures dissipatives, des états stationnaires résultant d’un
équilibre entre 1’apport d’énergie favorisé par les conditions extérieures, et sa dis-
sipation par les processus de viscosité et de diffusion. Les formes de croissance de
la matiére inanimée que nous présentons ici en sont quelques exemples. D’une
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Figure L4 Agrégat métallique formé par électrodéposition (Matsushita et al., 1984).

certaine fagon, cette théorie devrait aussi s’étendre aux organismes vivants, et
expliquer ainsi une partie des phénomenes observés pendant leur morphogenése.

Les exemples exposés plus haut forment une classe particuliere de milieux hors
d’équilibre. La forme des objets ou organismes considérés est une frontiere délimi-
tant un intérieur et un extérieur dans lesquels des champs évoluent selon des dyna-
miques appropriées. Sur I’interface doivent étre satisfaites certaines conditions aux
limites pour ces champs. Elles sont déterminées par des relations de conservation
des différentes quantités physiques qui réglent la croissance et les propriétés phy-
siques de 'interface elle-méme. Par exemple, dans les digitations visqueuses con-
sidérées au début, une interface entre deux fluides de viscosités différentes évolue,
sous I’influence du mouvement des fluides. Dans le cas des cristaux, 1’interface
liquide-solide interagit avec les champs de température ou de concentration
d’impuretés libérés par le changement de phase. Lors de la combustion de gaz pré-
mélangé, une fine région de gaz, ol la réaction se produit, interagit avec les champs
de température, de concentration en réactif et de vitesse des fluides frais et briiiés.
Lors de I’électrodéposition d’atomes de métal sur une électrode, la vitesse de dép6t
des atomes sur la surface métallique est inflencée par la concentration des ions, le
potentiel électrique et les écoulements d’origine électro-osmotique.

La résolution des problemes ainsi posés fait intervenir des méthodes mathémati-
ques souvent difficiles. Cependant, on obtient plus simplement des ordres de gran-
deur, souvent suffisants pour les systémes relativement complexes, en se limitant
en général a une analyse essentiellement dimensionnelle.
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1.3 UNE CERTAINE COMPLEXITE

On peut aisément constater que la complexité du systéme s’accroit lorsque 1’on
passe des digitations visqueuses aux cristaux, des cristaux aux flammes et dépots
électrolytiques, puis aux formes biologiques. Ce qui explique le choix des exem-
ples exposés plus haut. Le premier est le plus simple, a la fois par les aspects théo-
riques et expérimentaux. La modélisation, ¢’est-a-dire 1’évaluation des bonnes
quantités physiques et des parametres qui déterminent la dynamique des digita-
tions visqueuses, est relativement ancienne. A part quelques problémes fins de
physicochimie comme celui du contact d’un fluide en mouvement avec une paroi,
le modele standard est maintenant bien achevé. Il faut décrire le mouvement de
fluides satisfaisant les équations de Navier et Stokes, en interaction avec une inter-
face qui intervient de facon dynamique, essentiellement par I’effet de son énergie
de surface. La plupart des digitations viqueuses sont relativement simples a réali-
ser expérimentalement, la configuration la plus idéale étant certainement celle réa-
lisée par Saffman and Taylor (1958), ot un fluide déplace un fluide plus visqueux
contenu dans une cellule de Hele-Shaw en mouillant complétement ses parois. Du
fait de la simplicité de la modélisation des digitations visqueuses et de leur réalisa-
tion expérimentale, elles apparaissent comme des prototypes de formes de crois-
sance dont on doit s’inspirer pour comprendre les formes générées par des
dynamiques plus complexes.

L’étude de la croissance des cristaux est un peu plus complexe, aussi bien du
point de vue théorique qu’expérimental, principalement par la structure de I’inter-
face liquide-solide qui sépare deux phases d’un méme corps. Contrairement au cas
précédent, ou I'interface sépare deux fluides non miscibles se déplagant par mou-
vement des deux fluides, I'interface liquide-solide se déplace par changement de
P'une des phases dans I’autre, les deux phases pouvant rester au repos. Des effets
cinétiques de changement de phase qui ne sont pas encore totalement compris peu-
vent alors intervenir. Méme quand ces effets sont négligeables, le probléme de la
structure de Pinterface est délicat et, méme a I’équilibre, I’interface peut étre
rugueuse et s¢ déformer comme une interface entre deux fluides, ou lisse et pré-
senter des facettes planes & 1’échelle macroscopique. La dépendance de 1’énergie
de surface vis-a-vis de la direction cristalline est alors importante pour déterminer
I’un ou I’autre comportement. Une autre source de complexité est la multiplicité
des champs & considérer dans une expérience réelle : champ de température,
champ de concentration d’impuretés, champ de vitesse du fluide mis en mouve-
ment par des effets convectifs par exemple.

La combustion est aussi complexe, mais pour des raisons différentes. 1 n’y a
pas deux phases au contact, mais une seule phase gazeuse dans deux états chimi-
ques différents. L’interface est ici une fine région ou se produit la réaction chimi-
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que exothermique. La complexité du phénomene provient, d’une part du nombre
important des réactifs intermédiaires intervenant dans la réaction, et d’autre part,
comme dans le cas précédent, de 1a multiplicité des champs mis en jeu dans le pro-
cessus de combustion : champ de température, de concentration des réactifs, de
vitesse des gaz frais et briilés mis en mouvement par le saut de densit¢ des gaz au
travers du front de flamme. Les conditions expérimentales sont également délica-
tes. 11 faut maitriser de grands écarts de température sur de petites distances, sans
parler de tous les problemes de conditions aux parois des enceintes et des proble-
mes de convection parasite qui peuvent modifier la dynamique intrinséque des
flammes.

L’électrodéposition est d’une compiexité du méme ordre ; elle a des propriétés
communes avec la croissance dendritique par la croissance d’une phase conden-
sée, et avec la combustion par les réactions chimiques de surface et des écoule-
ments de fluide qui sont dans ce cas d’origine électro-osmotique ou convective
(Fleury 1998). De plus, intervient la dynamique de particules chargées, qui couple
les concentrations ioniques et le champ électrique. Comme pour la combustion, la
cinétique fait intervenir des lois exponentielles de type Arrhénius, qui les rendent
trés sensibles aux variations de certains parametres. Cette sensibilité joue un grand
role dans la diversité des régimes de croissance observés.

A part le cas d’école des digitations visqueuses, les systémes considérés sont
relativement complexes et rendent le nombre de parametres de contrdle relative-
ment important. La modélisation de systémes complexes impose 1'hypothése
réductionniste. On commence par ne retenir que quelques parametres, a priori les
plus importants, et on établit les formes et les vitesses de croissance correspondant
aux phénomenes réglés par ces parametres de contrdle. Les différences observées
avec les résultats expérimentaux conduisent alors a introduire des phénomenes
plus secondaires dans la théorie, et a tenir compte de parametres de controle de
plus en plus nombreux. Ainsi, contrairement aux lois quantitatives de la physique
telles que la loi de la gravitation ou de la longueur d’onde d’un corpuscule en
fonction de sa quantité de mouvement, une loi de croissance peut trouver un grand
nombre d’expressions analytiques selon le domaine de paramétres de contrdle
considéré, le cas général n’étant exprimable que de fagon numérique sous forme
de graphes et de courbes.

L4 EQUATIONS DE CONSERVATION
Ces équations sont classiques de la mécanique des fluides. Remarquablement

exposées dans le tome 6 du Cours de physique théorique de Landau et Lifchitz
(1989), nous les présentons a nouveau ici pour faciliter la lecture de ce livre. Elles



10 Introduction (L4

expriment la conservation de quantités telles que la masse du fluide, son énergie,
sa quantité de mouvement, et le nombre de molécules de soluté.

La conservation de la masse exprime que la variation de quantité de masse du
fluide contenu dans un élément de volume V, ne peut venir que de la quantité de
fluide traversant la frontiere du volume considéré par unité de temps,

a%jde - J.dSpv?/ - JvdV3 (pW), @1
v S
ou p est la masse volumique et W le champ de vitesse du fluide. On en déduit
d 3 >
a—tp+V~(pw) =0. 1.2)

La loi de conservation de I’énergie se détermine en exprimant la dérivée par
rapport au temps de 1’énergie de "unité de volume de fluide, d./91(pe + pw2/2) ,
ou e est ’énergie interne de 1’unité de masse de fluide. Tout d’abord, la variation
d’énergie cinétique

2
o(pw?) ap o oW

3t 2 TP 5 (I.3)

En supposant tout d’abord le fluide parfait, la dynamique du fluide satisfait
I’équation d’Euler

w
2

_)
p(%” +W .3%) = - \% (14)

ol p est la pression. En utilisant la relation thermodynamique dh = Tds + dp/p,
oll h et s sont respectivement 1’enthalpie et I’entropie par unité de masse de fluide,
et les équations (I.2) et (1.4), on obtient, a partir de 1’équation (1.3)

2 2 2
Apw’) = - W—é . (pﬁ))) - p?v . 3(11 + VL) + pTW 6s. (L5
at 2 2
De facon similaire,
o(pe) ap as__ e NP -
Fyali hat pT 3 AV - (pw)-pT W - Vs, (L.6)

ou I’on a utilisé la relation d(pe) = edp +p de = hdp + pT ds, et la condi-
tion d’adiabaticité ds/dt = 0 du fluide parfait. En additionnant les équations
(1.5) et (1.6), on déduit la relation de conservation de I’énergie

CE) o) w

Pour la loi de conservation de la quantité de mouvement, on exprime

9(pw;) ow; ap
ot p“aT o (1.8)
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que I’on peut regrouper, a I’aide des équations (1.2) et (1.4), en

I(pw;) _ oI,
ar  ox, (19)

ot IT;, = pd, +pw; w, est le tenseur de densité du flux d’impulsion.
En I’absence de courant de diffusion, la concentration d’un soluté est constante
au cours de son déplacement, soit
dc ac 2
@ T T
Utilisant alors la loi de conservation de la masse du fluide déterminée par
I’équation (1.2), on déduit :

Vc =0. (1.10)

d(pc) _ 9(pc) -
7 5 +V (pcw) 0. (L11)

Lorsque le fluide n’est plus supposé parfait, les quantités précédentes sont tou-
jours conservées, mais les flux correspondants sont implémentés de flux supplé-
mentaires de nature irréversible, dont I’expression peut étre déduite de fagon
générale de la loi de production de ’entropie. On peut ainsi écrire les équations de
conservation de I’énergie, d’un soluté et de la quantité de mouvement, sous la
forme

3(pe) %.( »( »ﬁ)_ 5 3 ?)_
5 +V pwh+2 Ww-0)+j,/=0
—— + V (pwc+]s) =0 1.12)

_—at_ ax, (951k+PWWk o’y) =0,
v o7
ol j, et j; sont respectivement les flux irréversibles de chaleur et de molécules

de soluté, 6", le tenseur visqueux des contraintes. Leur expression, en fonction
des gradients de température, de potentiel chimique, de gradients de vitesse, est
non déterminée pour le moment, elle s’imposera d’apres les principes généraux
développés au paragraphe suivant.

Lorsque 1'on intégre ces équations de conservation dans un petit volume entou-
rant une portion d’interface, la transformation d’une intégrale de volume de la
divergence d’un champ de vecteur en intégrale de surface du flux de ce méme
champ conduit a I’égalité des composantes normales de ces vecteurs sur linter-
face. Ainsi, les composantes normales des densités de flux d’énergie, de soluté, de
quantité de mouvement sont égales de part et d’autre d’une interface.
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L5 LOIDE PRODUCTION D’ENTROPIE

L’état d’équilibre d’un systeme thermodynamique isolé, caractérisé par des
variables x;, x,, .., x, est déterminé par le maximum de Dentropie
S(x|, x5, ..., x,) . Les quantités X, = 95/9x; sont ainsi nulles a I’équilibre. Si le
systeme est déplacé de son point d’équilibre, les variables x; dépendent du temps.
Si P'écart a ’équilibre est faible, on peut s’attendre a ce que les dérivées dx;/dt
s’expriment sous la forme d’une combinaison linéaire des quantités X, toujours
petites au voisinage de 1’équilibre. On peut ainsi écrire pour chaque J

dx;
a Yie Xi- (L)

Une premiere contrainte sur les coefficients y;, peut étre obtenue en exprimant
la variation de I’entropie du systéme par rapport au temps. On a ainsi :

dx,
e 12)

Cette dérivée devant étre positive, les coefficients y;, doivent étre de signes tels
que la forme quadratique du dernier membre de 1’équation (1.2) soit positive. Une
seconde contrainte, beaucoup moins évidente, utilise la symétrie des équations
décrivant le mouvement de chaque particule du systeme par rapport au temps.
Dans ces conditions, on peut montrer (Onsager 1931) que les coefficients cinéti-
ques Y;, sont symétriques, Y,; = V-

Si la loi d’évolution d’un systtme thermodynamique proche de I’équilibre
considérée dans cette généralité apparait relativement simple, son application aux
systemes réels ’est moins. Il faut tout d’abord identifier les variables x; et leurs
quantités conjuguées X;. On exprime alors la variation de 1’entropie totale du
systéme sous la forme (I.2), ou encore, lorsque il s’agit d’un milieu continu,

I’expression de la dérivée a/atfps dV . Pour cela, on part de I’expression des
variations de 1’énergie e et de I’enthalpie / par unité de masse en fonction de leurs
variables respectives, c’est-a-dire
de = Tds+Ldp + pdc
p (13)
dh = Tds+ édp +pde.
En prenant la dérivée partielle par rapport au temps de la premiere de ces équa-

tions, et le gradient de la seconde, on obtient alors, en utilisant ]a relation de con-
servation de la masse,

pT(E4-Vs) = LDV (o - pu( o+ Ve) - Vp (19
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