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PRÉFACE

À maintes reprises au cours de leur histoire, la physique théorique et les
mathématiques se sont rencontrées autour de grandes structures, sources
de fécondité pour les deux disciplines.

Avec la formulation mathématique de la théorie quantique des champs
et des particules vers 1960, l’importance des structures de fonctions holo-
morphes à plusieurs variables se manifeste, et les singularités complexes
associées dites « de Landau » constituent tout un univers, dont l’interpré-
tation physique fait partie du bagage conceptuel de base du physicien des
particules. Ainsi la présence d’un pôle dans une variable d’énergie ou de
masse signale l’existence d’une particule et les singularités de plus haute
complexité manifestent la prépondérance d’une géométrie de collisions
multiples relativistes classiques, incluant des créations de particules, au sein
du processus d’interaction quantique.

Par ailleurs, sur le plan des mathématiques pures, on peut dire que cette
branche de la physique théorique participe véritablement à la genèse de la
théorie des hyperfonctions et de l’analyse microlocale. (On peut mention-
ner à ce propos les motivations physiques initiales de M. Sato à l’époque des
« relations de dispersion », et les travaux de A. Martineau et de B. Malgrange
et M. Zerner à propos du théorème du « edge-of-the-wedge », liés aux pre-
mières rencontres de Strasbourg entre physiciens et mathématiciens).

Pour le physicien mathématicien, il y a des raisons profondes à ces struc-
tures holomorphes de la théorie quantique des champs, lesquelles sont in-
hérentes aux grands principes de la physique quantique relativiste : causa-
lité d’Einstein, invariance par le groupe de Poincaré, positivité de l’énergie,
conservation de la probabilité ou « unitarité » etc. Cependant, c’est dans
l’approche appelée « théorie des perturbations » de la théorie quantique
des champs (approche dont le rapport à la théorie des champs « complète »
ou « non-perturbative » est comparable à celle des séries formelles par rap-
port à l’étude des séries convergentes) que les structures holomorphes
génératrices de singularités de Landau apparaissent sous leurs formes

Extrait de la publication



viii PRÉFACE

élémentaires : il s’agit des fonctions holomorphes définies par des intégrales
de fonctions rationnelles associées aux « diagrammes de Feynman ».

Ce fut le mérite de Frédéric Pham, alors qu’il était un jeune physicien
dans le Service de Physique Théorique de Saclay, d’avoir entrepris une
étude systématique de ces structures mathématiques en s’appuyant notam-
ment sur les notions développées par J. Leray dans son calcul des résidus à
plusieurs variables conjointement avec le théorème d’isotopie de R. Thom.
Avec son aboutissement que constituent les formules de Picard-Lefschetz,
cette étude fondamentale des singularités des intégrales se situe aux confins
de l’analyse et de la géométrie algébrique. Publiée en 1967 dans le Mémorial
des Sciences Mathématiques (Éditeur Gauthier-Villars), elle fut suivie d’un
second ouvrage en 1974 (fruit d’un cours donné à Hanoï) où les mêmes
structures, enrichies par les travaux de Nilsson, sont aussi abordées par des
méthodes d’équations différentielles et généralisées sous l’angle de la théo-
rie des hyperfonctions et de l’analyse microlocale.

Une réédition de ces textes nous paraît pouvoir jouer un rôle extrême-
ment utile, non seulement pour le mathématicien par l’importance de son
contenu et la diversité des points de vue adoptés, mais aussi pour le physi-
cien théoricien si l’on pense notamment aux grands problèmes de fond de
la théorie quantique des champs et des particules, encore non résolus à ce
jour.

Notons tout d’abord que dans une approche non-perturbative de cette
dernière, les méthodes développées par Frédéric Pham acquièrent une por-
tée tout à fait générale en permettant l’étude des solutions holomorphes
d’équations intégrales avec cycles variables dans des variétés complexes,
équations inhérentes au formalisme général de la théorie quantique des
champs (équations dites « de type Bethe-Salpeter », reliées étroitement aux
relations générales d’unitarité). C’est ainsi qu’il est par exemple possible
pour les collisions de particules massives décrites de façon générale par les
fonctions de structure d’une théorie quantique des champs de désenchevê-
trer les singularités de « seuil à trois particules », celui-ci apparaissant comme
un lieu d’accumulation de « singularités holonomes » (nous référant ici à
une classification des singularités des amplitudes de collision considérée par
M. Sato).

Concernant ce type de structure, des problèmes extrêmement ardus res-
tent encore ouverts dans les cas — d’importance physique considérable —
où des particules de masse nulle participent aux collisions. Le type d’ana-
lyse que nous venons de décrire concerne (pour les cas de singularités ne
mettant en jeu que des particules massives) des propriétés de la théorie des
champs que l’on peut considérer comme indépendantes d’une autre caté-
gorie de problèmes, d’importance cruciale, appelés « problèmes de renor-
malisation ». Ces derniers, apparaissant au niveau perturbatif sous la forme
d’une nécessaire redéfinition d’intégrales de Feynman primitivement diver-
gentes, ont été en fait éclairés sous un jour nouveau par les travaux récents
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PRÉFACE ix

de Connes et Kreimer, y mettant en lumière une structure d’algèbre de
Hopf. Cependant, au niveau général non-perturbatif, les problèmes de re-
normalisation se manifestent toujours comme étant à la source même du
problème d’existence des théories de champs non-triviales en dimension
quatre de l’espace-temps.

Cette « difficulté existentielle », exhibée dès 1960 par Landau pour le cas
de l’électrodynamique quantique dans la resommation de séries perturba-
tives renormalisées a pu être également présentée à un niveau plus général
pour la théorie de champ scalaire la plus simple avec interaction quartique :
le phénomène consiste en la production « générique », due à la renormalisa-
tion, de pôles (et autres singularités de Landau) dans une région de l’espace
complexe où de telles singularités sont interdites par les grands principes.
En fait la faille existentielle de ces modèles apparaît comme reliée de façon profonde
à l’absence d’une propriété importante des fonctions de structure des champs à très
hautes énergies, appelée « liberté asymptotique ».

Les théories de champs de jauge non-abéliennes, conceptuellement plus
riches et plus proches également de la complexité expérimentale de la phy-
sique des particules, sont-elles en mesure, comme on peut l’espérer — du
fait qu’elles sont capables d’intégrer la liberté asymptotique — de conci-
lier la renormalisation avec les structures holomorphes fondamentales is-
sues des grands principes de la physique quantique relativiste ? Dans l’état
actuel de la physique des particules où le « modèle standard » de théorie des
champs est considéré comme très fiable dans une vaste zone d’énergies, la
construction et l’étude mathématique de la plus simple théorie quantique
de champs de jauge non-abélienne, à savoir d’un modèle de Yang et Mills,
pose un défi incontournable (ce qui lui vaut d’avoir été choisie comme l’un
des sujets de grand prix de mathématique par le « Clay Institute » en l’an
2000...).

Dans ce domaine si riche de concepts que représente la théorie quan-
tique des champs relativiste, domaine dans lequel les structures de symé-
tries et groupes de jauge ont été les moteurs de recherche les plus récents,
il semble extrêmement important de continuer à développer conjointement
avec ces derniers le point de vue des structures holomorphes et singularités
complexes. Or dans cette optique, le présent ouvrage nous offre une mois-
son de résultats dont le physicien mathématicien devrait pouvoir tirer un
grand bénéfice.

Jacques Bros
(Service de Physique Théorique, CEA Saclay)
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Première partie

Introduction à l’étude
topologique des singularités

de Landau
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INTRODUCTION

Cet ouvrage est une mise à jour d’un travail entrepris par D. Fotiadi,
M. Froissart, J. Lascoux et l’auteur, et qui a abouti à deux articles [12, 29](1),
dont les résultats sont ici repris et complétés (sans toutefois en reprendre
toutes les démonstrations). Je me suis efforcé de présenter un tout cohé-
rent, compréhensible pour le lecteur non mathématicien : aussi de nom-
breux passages (dont la presque totalité des deux premiers chapitres) ne
sont-ils que des rappels de notions mathématiques bien connues. Toutefois,
on suppose le lecteur familier des premiers rudiments de la Topologie gé-
nérale(2).

L’origine du travail est le désir de comprendre un chapitre important
de la physique des interactions élémentaires, le problème des « singula-
rités de Landau » : après les nombreux travaux suscités par l’article de
L.D. Landau [18], ce qui frappe c’est, d’une part, l’élégance de certains
résultats, tels que les « règles de Cutkosky » [5], le caractère universel de ces
résultats, qui débordent en effet le cadre originel de la théorie des perturba-
tions (comme Landau l’avait d’ailleurs prédit), mais d’autre part, l’extrême
complexité d’un sujet dont chaque étude plus approfondie semble faire ap-
paraître une nouvelle « pathologie ».

Nous allons voir qu’une étude systématique du problème peut être en-
treprise dans un cadre mathématique très général, où les « bons » résultats
cessent d’être miraculeux et les « mauvais » d’être pathologiques. Le pro-
blème général est celui des propriétés analytiques de fonctions définies par
des intégrales multiples : l’intégration pourra avoir lieu sur l’espace eucli-
dien, comme dans le cas des « intégrales de Feynman » en théorie des per-
turbations, ou sur une sous-variété de l’espace euclidien, comme dans le cas
des « intégrales d’unitarité » ; l’intégrand sera une fonction analytique, dé-
pendant analytiquement de paramètres extérieurs complexes ; introduisant

(1)Les numéros entre [ ] renvoient à la « Bibliographie » page 147.
(2)Tels qu’on peut les trouver au début du petit livre de A.H. Wallace [39], par exemple.
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aussi la « complexi-liée » de la variété d’intégration, on supposera que le
lieu de singularité de l’intégrand est un sous-ensemble analytique de la variété
complexe de tous les paramètres (intérieurs comme extérieurs). Ce sous-
ensemble analytique se projette naturellement sur la variété des paramètres
extérieurs, et l’on pourra en considérer le contour apparent ; on verra, grâce
au « théorème d’isotopie de Thom » (chap. IV), que l’intégrale est une fonc-
tion analytique en dehors de ce contour apparent, appelé « singularité de
Landau » de l’intégrale.

Ici apparaît déjà l’explication de « pathologies » constatées par les phy-
siciens : on sait par exemple que les courbes de contour apparent dans le
plan ont « génériquement » des points de rebroussement ; dans l’espace à
trois dimensions, les surfaces de contour apparent présentent générique-
ment, outre des « arêtes de rebroussement », des singularités isolées bapti-
sées « queue d’aronde » ; etc.

On dispose de nombreux renseignements sur les singularités présentées
« génériquement » par les contours apparents, grâce surtout aux travaux de
R. Thom [36], dont nous ne rendrons compte que de façon très superfi-
cielle.

On remarquera qu’il est question pour nous, non pas simplement de
contours apparents de variétés, mais de contours apparents d’ensembles analy-
tiques : pour les définir, on utilisera une « stratification » de l’ensemble analy-
tique (notion introduite par H. Whitney [42] et R. Thom [37]), c’est-à-dire
une partition de cet ensemble en variétés appelées « strates ». Les « relations
d’incidence » entre les différentes strates seront la base d’une classification
des singularités de Landau, liée à ce que les physiciens appellent la « hiérar-
chie des singularités ».

Après ces considérations purement géométriques, on précisera la nature
des singularités de la fonction analytique que définit l’intégrale, dans le cas
où le lieu de singularité de l’intégrand est une union de sous-variétés en
position générale. On montrera (aux chapitres V et VII) comment le cycle
d’intégration se déforme quand les paramètres extérieurs décrivent un petit
lacet autour d’une singularité de Landau : c’est le problème de la « ramifi-
cation de l’intégrale ». On en déduira (chap. VI) des expressions précises
pour la « partie singulière » de la fonction analytique sur sa singularité de
Landau, tout au moins dans l’hypothèse où l’intégrand n’a que des singu-
larités polaires : on verra que dans ce cas l’intégrale ne peut avoir que des
pôles, ou des singularités algébriques d’ordre 2, ou des singularités loga-
rithmiques. Cette étude ne nous a d’ailleurs demandé aucune imagination,
l’essentiel du travail ayant déjà été fait par J. Leray [20].

On s’apercevra en passant que les « règles de Cutkosky » sont une consé-
quence triviale des formules de « ramification » données plus haut et de la
théorie des résidus de Leray : quelques physiciens (notamment le groupe de
Polkinghorne [13]) avaient d’ailleurs soupçonné ce lien entre les règles de
Cutkosky et le calcul des résidus, mais ils n’avaient pu l’exprimer de façon
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INTRODUCTION 5

précise faute d’outil mathématique adéquat ; rappelons que les notions « ho-
mologiques », essentielles pour la théorie de Leray, ont justement été inven-
tées par Poincaré [30] (1895) pour permettre la généralisation à plusieurs
variables du calcul des résidus, en remédiant à notre manque d’intuition
géométrique dans l’« hyperespace ».

Notre exposé sera purement mathématique, et si son intérêt pour le phy-
sicien est évident, son utilisation pratique n’est pas sans poser quelques pro-
blèmes que je vais esquisser maintenant :

D’abord, en ce qui concerne la géométrie des singularités de Landau,
il est « malheureusement » facile de voir que certaines situations réalisées
en physique ne sont pas « génériques » au sens de Thom. J’aborderai cette
question dans ma thèse (en préparation). Disons seulement ici que ces « ac-
cidents », qui n’ont d’ailleurs rien de mystérieux, ne semblent pas créer de
difficulté grave.

Un autre problème pratique est celui de la construction effective d’une
« stratification » de l’ensemble analytique étudié. Pour le physicien, ce sous-
ensemble est, dans l’espace euclidien affine, simplement une union de sous-
variétés en position générale, de sorte que sa stratification est triviale ; mal-
heureusement, on n’a le droit d’appliquer le théorème d’isotopie de Thom
qu’à l’ensemble « compactifié »(3), ce qui pose le problème, assez compli-
qué semble-t-il, de la stratification « à l’infini ». Il serait important de savoir
le résoudre, pour pouvoir exhiber toutes les « singularités de Landau de
deuxième type » (c’est ainsi que les physiciens [9] appellent les contours
apparents des « strates de l’infini »).

Signalons enfin le problème mathématique fondamental, où réside le
principal intérêt des notions homologiques : prolonger les résultats, essen-
tiellement locaux, obtenus ici, en des résultats globaux. On peut par exemple
se poser la question suivante : toutes les « singularités de Landau » sont-
elles effectivement singulières « quelque part » (c’est-à-dire sur au moins
un « feuillet » de la fonction multiforme que définit l’intégrale) ? ce qui
conduit au problème homologique suivant : le chapitre V (no 1.2) définit
une représentation du groupe fondamental de la « base » (variété des para-
mètres extérieurs) dans l’espace d’homologie de la « fibre » (variété d’inté-
gration) ; comment savoir si cette représentation est irréductible ? Il va de soi
que pour résoudre de tels problèmes, la « recette » proposée au début du
paragraphe 3 (chap. III) n’est qu’un souhait pieux : cette recette n’est facile
à appliquer que pour les plus simples des intégrales de Feynman (cf. un ar-
ticle non publié de D. Fotiadi et l’auteur) ; pour une intégrale de Feynman
un peu moins triviale, le calcul des groupes d’homologie est à lui seul un
problème difficile (cf. un article de P. Federbush [11]). Il faut reconnaître
que le cadre général où l’on a posé le problème est un peu trop simpliste :

(3)Sans parler de la nécessité, pour donner un sens à l’intégrale, d’avoir une variété d’intégra-
tion compacte.
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on a fait usage surtout de la structure différentiable, un peu de la structure
analytique, des variétés étudiées, mais pas du tout de leur structure algé-
brique(4).

Mes remerciements vont à D. Fotiadi, M. Froissart, J. Lascoux, pour les
nombreuses discussions dont ce travail est le fruit ; au Professeur J. Leray
qui, avec sa « théorie des résidus », nous a fourni les idées de départ ; au
Professeur R. Thom pour la gentillesse et la patience avec lesquelles il nous
a guidés.

(4)Signalons deux articles récents où les notions algébriques entrent en jeu : Dans [32], Regge
et Barucchi étudient quelques courbes de Landau par des méthodes de Géométrie algébrique ;
dans [24], Nilsson définit, par certaines propriétés de croissance, une classe de fonctions analy-
tiques multiformes dont le lieu de singularité est un sous-ensemble algébrique, et montre que
cette classe est stable par intégration.
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Enfin, l’évolution de l’utilisation de ces techniques dans la théorie de la
matrice S et des intégrales de Feynman est reflétée dans les articles [Las68,
Pha68, Reg68, Reg70, BP80, Bro81, Iag81, BP83, BD86].
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